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R I E M A N N I A N A  S E L E C T A  
B E R N H A R D  R I E M A N N  
E d i c i ó n  y  e s t u d i o  i n t r o d u c t o r i o  a  c a r g o  d e  J o s é  F e r r e i r ó s  
M a d r i d :  C o n s e j o  S u p e r i o r  d e  I n v e s t i g a c i o n e s  C i e n t í f i c a s ,  
2 0 0 0 .  C L V I I  +  1 3 8  p p .  
( C o l e c c i ó n  C l á s i c o s  d e l  P e n s a m i e n t o )  
m ¡  J o s é  F e r r e i r ó s  h a  h e c h o  s u y a  l a  h e r m o s a  t a r e a  d e  e s t u d i a r  a  f o n d o  y  d a r n o s  a  
1  i  ~ i l  c o n o c e r  l o s  l o g r o s  d e  m a y o r  i n t e r é s  f t l o s ó f i c o  d e  l a  m a t e m á t i c a  a l e m a n a  d e l  
s i g l o  X I X .  A u t o r  d e  u n a  e x c e l e n t e  t r a d u c c i ó n  c o m e n t a d a  d e  l o s  d o s  g r a n d e s  e n s a y o s  
d e  D e d e k i n d  s o b r e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  y  l o s  n ú m e r o s  n a t u r a l e s
1
,  y  u n  e s t u d i o  n o v e d o -
s o ,  d e t a l l a d o  y  m u y  i l u m i n a d o r  s o b r e  l a  h i s t o r i a  d e  l a  t e o r í a  d e  c o n j u n t o s
2
,  a h o r a  n o s  
r e g a l a  c o n  u n a  e d i c i ó n  b i l i n g ü e  d e  e s c r i t o s  s e l e c t o s  d e  R i e m a n n ,  p r e c e d i d a  d e  u n  
e x t e n s o  e s t u d i o  c r í t i c o  q u e  a y u d a r á  m u c h í s i m o  a  e n t e n d e r l o s .  
E n  s u  c o r t a  v i d a ,  B e r n h a r d  R i e m a n n  ( 1 8 2 6 - 1 8 6 6 )  h i z o  c o n t r i b u c i o n e s  i m p o r -
t a n t í s i m a s  a l  a n á l i s i s  m a t e m á t i c o ,  i n a u g u r a n d o  e l  e n f o q u e  t o p o l ó g i c o  d e  s u s  p r o b l e -
m a s ,  a m p l i a d o  y  p r o f u n d i z a d o  l u e g o  p o r  P o i n c a r é ;  p e r o  s u  a p o r t e  m á s  c o n o c i d o  y  
r e c o n o c i d o  e s  e l  c o n c e p t o  d e  v a r i e d a d  d i f e r e n c i a b l e ,  i n t r o d u c i d o  e n  s u  l e c c i ó n  i n a u -
g u r a l  d e  1 8 5 4 ,  " S o b r e  l a s  h i p ó t e s i s  e n  q u e  s e  f u n d a  l a  g e o m e t r í a " ,  c o n  e l  p r o p ó s i t o  d e  
o f r e c e r  a  l a  f í s i c a  u n a  n o c i ó n  d e  e s p a c i o  m á s  g e n e r a l  y  m á s  f l e x i b l e  q u e  l a  p i t a g ó r i c o -
e u c l i d i a n a  q u e  u t i l i z a b a  h a s t a  e n t o n c e s .  E s t e  c o n c e p t o  e s t á  e n  l a  b a s e  d e  l a  t e o r í a  d e  l a  
g r a v i t a c i ó n  d e  E i n s t e i n  y ,  p o r  e n d e ,  d e  l a  c o s m o l o g í a  a c t u a l ,  q u e  c o n c i b e  e l  u n i v e r s o  
f í s i c o  c o m o  l o  q u e  s e  l l a m a  u n a  v a r i e d a d  d i f e r e n c i a b l e  s e m i r r i e m a n n i a n a  d e  4  d i m e n -
s i o n e s ,  y  o c u p a  a s i m i s m o  u n  l u g a r  c e n t r a l  e n  l o s  t r a t a m i e n t o s  m o d e r n o s  d e  l a  m e c á -
n i c a  c l á s i c a ;  t a m b i é n  e n  l a s  t e o r í a s  c u á n t i c a s  d e  c a m p o s ,  a  t r a v é s  d e  l a  t e o r í a  d e  l o s  
g r u p o s  d e  L i e ,  q u e  s o n  g r u p o s  - e n  e l  s e n t i d o  a l g e b r a i c o - q u e  p o s e e n  a d e m á s  l a  e s -
t r u c t u r a  d e  v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i a b l e s .  E l  e s c r i t o  d e  R i e m a n n  " S o b r e  l a s  h i p ó t e s i s "  
f o r m a ,  c o n  e l  e s c o l i o  a  l a s  l e y e s  d e l  m o v i m i e n t o  d e  N e w t o n  y  l a  e s t é t i c a  t r a s c e n d e n t a l  
d e  K a n t ,  l a  t r í a d a  q u e  m a y o r  i n f l u e n c i a  h a  e j e r c i d o  s o b r e  l a  f t l o s o f í a  d e l  e s p a c i o ,  
s i e n d o  p o r  o t r a  p a r t e  m u c h o  m á s  o r i g i n a l  q u e  a q u é l  y  m á s  p r e c i s o ,  l ú c i d o  y  a g u d o  q u e  
é s t a .  F e r r e i r ó s  h a  t e n i d o  l a  b u e n a  i d e a  d e  i m p r i m i r  n o  s o l o  e l  t e x t o  o r i g i n a l  ( p p .  2 - 1 8 ) ,  
2  
R i c h a r d  D e d e k i n d .  ¿ Q u é  s o n  y  p a r a  q u é  s i r v e n  l o s  n ú m e r o s ?  y  o t r o s  e s c r i t o s  s o b r e  l o s  f u n d a m e n -
t o s  d e  l a  m a t e m á t i c a ,  e d i c i ó n  e  i n t r o d u c c i ó n  a  c a r g o  d e  J o s é  F e r r e i r ó s .  M a d r i d :  A l i a n z a ,  1 9 9 8 .  
C f .  m i  r e s e ñ a  e n  R e v i s t a  L a t i n o a m e r i c a n a  d e  F i l o s o f í a .  
J o s é  F e r r e i r ó s .  L a b y r i n t h  o f T h o u g h t :  A  H i s t o r y  o f  S e t  T h e o r y  a n d  i t s  R o l e  i n  M o d e m  M a t h e m a t i c s .  
B a s e l :  B i r k h i i u s e r ,  1 9 9 9 .  
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sino también las valiosísimas "Aclaraciones" de Hermann Weyl, publicadas en 1919, 
después de la aparición de la citada teoría de Einstein, en cuyo desarrollo Wey 1 estaba 
participando activamente. El Estudio Introductorio contiene 25 luminosas páginas 
(pp. XCII-CXVII) dedicadas a situar históricamente y explicar las ideas geométricas 
de Riemann. La traducción castellana de Ferreirós, exacta y muy legible, me gusta 
más, en general, que la que publiqué hace casi un cuarto de siglo3; aunque, a riesgo de 
resultar majadero, señalaré al final dos puntos en que prefiero la mía. 
Aparte de la lección inaugural, Ferreirós reproduce y traduce en Riemanniana 
selecta tres escritos matemáticos: (i) un extracto de 20 páginas de la tesis de habilita-
ción de 1854, "Sobre la representabilidad de una función mediante una serie trigono-
métrica"; (ii) la parte I del artículo de 1857 sobre las funciones abelianas, el cual 
"lanza a la fama" a su autor, como bien señala Ferreirós (p. CL); y (iii) el artículo de 
1859, "Sobre el número de primos menores que una cantidad dada", que extiende a los 
complejos el dominio de la función ~-conocida hoy como la función zeta de Riemann-
que Euler utilizó en 1737 para probar que la suma de los valores recíprocos de los 
primos es divergente4• El propósito de este artículo es demostrar el llamado Teorema 
de los Primos (conjeturado por Euler, Legendre y Gauss, y probado finalmente por 
Hadamard en 1896), conforme al cual, si 1t (x) es el número de los primos no mayores 
que x, entonces, cuando x crece indefinidamente, la expresión n(x)x-1 log x converge 
al límite l. Riemann percibió que para lograrlo había que conocer las soluciones de la 
ecuación ~(z) = O (z E C), y enunció la célebre Conjetura de Riemann, no demostrada 
aún pero rica en consecuencias interesantes: si z = x + iy es una de esas soluciones, x = V2. 
Dada la complicación técnica de estos escritos, impecablemente impresos aquí, se me 
ocurre que no habría sido imposible incluir también la Preisschrift parisina de 1861 
donde Riemann aplica su geometría diferencial a un problema de física -la propaga-
ción del calor en un cuerpo rígido homogéneo, con preservación de un sistema dado 
de isotermas- e introduce el tensor de curvatura que hoy lleva su nombre. Lo digo con 
cierta nostalgia, pues este escrito, redactado por Riemann en latín, me resulta mucho 
más inaccesible que los aquí traducidos. En todo caso, los intereses físicos de Riemann 
están bien representados por el anuncio sobre la propagación de ondas planas de am-
plitud finita de 1859 y, sobre todo, por un largo fragmento de "Filosofía natural" pu-
blicado póstumamente en 1876, así como por el § 1 de la Mecánica del oído de 1866 
(aunque el asunto de este parágrafo se incluiría hoy dentro del campo de la biología). 
En 1876 aparecieron también los fragmentos filosóficos "Antinomias", "Sobre episte-
mología" ("Erkenntnistheoretisches") y "Sobre psicología, teleología y almas". Com-
pletan la colección los "Apuntes sobre el concepto de variedad", un valioso comple-
mento a la elucidación de este concepto en la lección inaugural (redactados probable-
mente en 1852/53, los publicó Erhard Scholz en 1982). 
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Euler observó que, ~(s) = L ""7 = IT 1 ---:: , donde s recorre los enteros y pk designa el 
k-ésimo primo. n=J n n=J P. 
R i e m a n n i a n a  s e l e c t a  
R e v i s t a  d e  F i l o s o f í a  
M i n u c i a s  d e  t r a d u c c i ó n .  P a s o  a  r e f e r i r m e  a  l a s  t r a d u c c i o n e s  d i s c r e p a n  t e s  a  q u e  a l u d í .  
L a  p a l a b r a  a l e m a n a  G r o s s e ,  q u e  f i g u r a  a b u n d a n t e  y  d e c i s i v a m e n t e  e n  " S o b r e  l a s  h i -
p ó t e s i s " ,  F e r r e i r ó s  l a  v i e r t e  c o m o  " m a g n i t u d " ,  l o  q u e  e s  a d m i s i b l e  y  s u e n a  m u y  b i e n  
l a  m a y o r  p a r t e  d e  l a s  v e c e s ,  p e r o  n o  d e j a  d e  d e s c o n c e r t a r n o s  e n  l a  f r a s e  " m a g n i t u d e s  
d i s c r e t a s "  ( p .  4 ,  l í n e a s  8  y  1 9 ) :  e n  n u e s t r a  l e n g u a  c a s t e l l a n a ,  d i e  d i s k r e t e n  G r o s s e n ,  
c o m o  u n a  d o c e n a  o  u n  c e n t e n a r ,  s o n  c a n t i d a d e s  - d e  n a r a n j a s ,  p o r  e j e m p l o ,  o  d e  
c a m i o n e s - ,  n o  m a g n i t u d e s .  P o r  e s t a  s o l a  r a z ó n ,  p r e f e r í  t r a d u c i r  G r o s s e  c o m o  c a n t i -
d a d  e n  t o d o  e l  e s c r i t o  d e  R i e m a n n ,  a u n q u e  d o n d e  é l  d i c e  m e h r f a c h  a u s g e d e h n t e  G r o s s e  
y  F e r r e i r ó s  e s c r i b e  m a g n i t u d  m ú l t i p l e m e n t e  e x t e n s a ,  m e  s o n ó  m a l  p o n e r  c a n t i d a d  
m ú l t i p l e m e n t e  e x t e n s a  y  e s c r i b í  c a n t i d a d  m u l t i d i m e n s i o n a l .  E s t a  t r a d u c c i ó n  n o  e s  
l i t e r a l ,  p e r o  e s t á  a v a l a d a  p o r  l a  c o r r e s p o n d e n c i a  e n t r e  e x t e n s i ó n  n - a r i a  y  n -
d i m e n s i o n a l i d a d  q u e  h a c e  s u  a p a r i c i ó n  m á s  a d e l a n t e  ( p .  5 ) .  E n  l o s  " A p u n t e s  s o b r e  e l  
c o n c e p t o  d e  v a r i e d a d "  ( p .  9 3 )  s e  c a r a c t e r i z a  u n a  G r o s s e  c o m o  a q u e l l o  q u e  e s  c a p a z  
d e  i n c r e m e n t o  o  d i s m i n u c i ó n ;  e s t e  r e q u i s i t o  l o  c u m p l e ,  c i e r t a m e n t e ,  t o d a  m a g n i t u d ,  
p e r o  e s  u n a  c a r a c t e r í s t i c a  g e n e r a l  d e  l a s  c a n t i d a d e s .  P o r  l o  d e m á s ,  e l  p r o p i o  F e r r e i r ó s  
m e  r e s p a l d a  e n  s u  t r a d u c c i ó n  d e l  t í t u l o  d e l  t r a b a j o  s o b r e  l o s  n ú m e r o s  p r i m o s ,  " S o b r e  
e l  n ú m e r o  d e  p r i m o s  m e n o r e s  q u e  u n a  c a n t i d a d  d a d a "  - " Ü b e r  d i e  A n z a h l  d e r  
P r i m z a h l e n  u n t e r  e i n e r  g e g e b e n e n  G r o s s e "  ( p .  7 9 ,  é n f a s i s  m í o ) ;  a u n q u e ,  c u r i o s a m e n -
t e ,  e n  e l  Í n d i c e ,  l o  t i t u l a  " S o b r e  e l  n ú m e r o  d e  p r i m o s  m e n o r e s  q u e  u n a  m a g n i t u d  
d a d a "  ( p .  V I I I ) .  
E n  l a  S e c c i ó n  I I ,  §  1 ,  R i e m a n n  d i c e  q u e  l a s  d e t e r m i n a c i o n e s  m é t r i c a s  e x i g e n  
u n a  i n d e p e n d e n c i a  d e  l a s  G r o s s e n  r e s p e c t o  a  l a  p o s i c i ó n  ( O r t ) ,  l o  c u a l  p u e d e  a s e g u -
r a r s e  d e  v a r i o s  m o d o s .  E l  q u e  p r i m e r o  n o s  v i e n e  a  l a  c a b e z a  c o n s i s t e  e n  q u e  l a  l o n g i -
t u d  d e  l a s  l í n e a s  s e a  i n d e p e n d i e n t e  d e  s u  L a g e .  F e r r e i r ó s  u s a  l a  p a l a b r a  c a s t e l l a n a  
p o s i c i ó n  p a r a  t r a d u c i r  t a n t o  O r t  c o m o  L a g e .  E n  c a m b i o ,  a  m í  m e  p a r e c i ó  q u e  e r a  
a c o n s e j a b l e  u s a r  d o s  p a l a b r a s  d i s t i n t a s  y  t r a d u j e  L a g e  c o m o  c o l o c a c i ó n .  H a y  a l g o  e n  
e s t a  t r a d u c c i ó n  q u e  m e  i n c o m o d a ,  p e r o  s i g o  p e n s a n d o  q u e  e x p r e s a  m e j o r  q u e  p o s i -
c i ó n  l o  q u e  R i e m a n n  q u i e r e  d e c i r  c o n  L a g e .  C u a n d o  é s t e  p r o p o n e  p o s t u l a r  q u e  l a  
l o n g i t u d  A  d e  u n  l í n e a  f i n i t a  s i t u a d a  e n  e l  e s p a c i o  o r d i n a r i o  s e a  i n d e p e n d i e n t e  d e  s u  
L a g e ,  n o  s e  r e f i e r e  s o l a m e n t e  a  q u e  A  h a  d e  p e r m a n e c e r  i n v a r i a n t e  s i  l a  l í n e a  e n  
c u e s t i ó n  e s  t r a s l a d a d a  d e  u n  s i t i o  a  o t r o .  P i e n s a  s o b r e  t o d o  e n  q u e  u n a  m i s m a  l í n e a  
u n i d i m e n s i o n a l  p u e d e  e s t a r  i n s e r t a d a  o  i n c r u s t a d a  e n  e l  e s p a c i o  t r i d i m e n s i o n a l  d e  
m u c h a s  m a n e r a s .  P o r  e j e m p l o ,  p o d e m o s  t r a z a r  u n a  l í n e a  d e  l o n g i t u d  A  a  l o  l a r g o  d e  
u n  h i l o  d e  a l g o d ó n  q u e  t e n g a  v a r i o s  n u d o s ,  s u e l t o s  o  a p r e t a d o s ;  s i  l u e g o  d e s h a c e m o s  
l o s  n u d o s  y  e s t i r a m o s  e l  h i l o  s o b r e  u n  p l a n o ,  n u e s t r a  l í n e a  t o m a  l a  f o r m a  d e  u n  s e g -
m e n t o  r e c t o ;  p o r  ú l t i m o ,  s i  e n r o l l a m o s  e l  p l a n o ,  l a  l í n e a  t o m a  l a  f o r m a  d e  e s p i r a l .  E l  
s u p u e s t o  d e  q u e  " l a  l o n g i t u d  d e  l a s  l í n e a s  s e a  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a  L a g e ,  o  s e a  q u e  
c a d a  l í n e a  s e a  m e d i b l e  p o r  c u a l q u i e r a  o t r a "  ( p .  7 )  p r e s c r i b e  l a  i n v a r i a n c i a  d e  A  a  
t r a v é s  d e  t o d a s  e s t a s  t r a n s f o r m a c i o n e s ,  q u e  n o  m e  p a r e c e  d e s a t i n a d o  d e s c r i b i r  c o m o  
c a m b i o s  d e  c o l o c a c i ó n .  
R O B E R T O  T O R R E T T I  
P r o f e s o r  e m é r i t o  
U n i v e r s i d a d  d e  P u e r t o  R i c o  
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